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摘　 要:
 

本文讨论了带有时滞的离散时间切换正系统的异步镇定性问题。 首先,设计一类异步状态反馈控制器,通过构造一

类多余正 Lyapunov-Krasovskii 泛函,利用前向平均驻留时间(FADT)切换信号的概念,得到闭环系统是指数稳定的一个充分

条件;其次,基于该定理给出控制器增益的具体形式;最后,给出一个数值例子验证所得结果的有效性。
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Abstract:
 

In
 

this
 

paper,
 

the
 

problem
 

of
 

asynchronous
 

stabilization
 

for
 

discrete-time
 

switching
 

positive
 

systems
 

with
 

time
 

delay
 

is
 

discussed.
 

Firstly,
 

a
 

class
 

of
 

asynchronous
 

state
 

feedback
 

controller
 

is
 

designed,
 

by
 

constructing
 

a
 

class
 

of
 

copositive
 

Lyapunov-
Krasovskii

 

functional,
 

using
 

the
 

concept
 

of
 

forward
 

average
 

dwell
 

time(FADT)
 

switching
 

signal,
 

a
 

sufficient
 

condition
 

is
 

obtained
 

for
 

exponential
 

stability
 

of
 

the
 

closed-loop
 

system.
 

Secondly,
 

the
 

concrete
 

form
 

of
 

controller
 

gain
 

is
 

given
 

based
 

on
 

the
 

theorem.
 

Finally,
 

a
 

numerical
 

example
 

is
 

given
 

to
 

verify
 

the
 

validity
 

of
 

the
 

obtained
 

results.
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0　 引　 言

切换正系统由若干个正子系统以及协调各个子

系统之间切换的切换信号组成[1] 。 由于其兼具切

换系统的复杂动力学和正系统的特殊性质,从而被

广泛应用于各个领域。 例如:电力系统、生物系统、
交通控制系统等。 时滞现象在控制系统中普遍存

在,由于时滞的存在可能会导致系统性能变差甚至

使整个系统不稳定[2] ,因此研究带有时滞的切换正

系统的稳定性具有重要意义。
研究表明,切换信号在一定程度上会影响切换

正系统的整体性能,目前关于切换正系统设计的切

换信号有平均驻留时间(ADT) [3] 、模型依赖平均驻

留时间( MDADT) [4] 、可容许边依赖平均驻留时间

(AED-ADT) [5]等。 这些切换信号与 Lyapunov 稳定

性理论进行有机结合,成为了处理切换正系统稳定

性的有力工具,并取得了许多成果。 如:Du 等[6] 研

究了一类具有外部扰动的切换正时滞系统,利用加

权 MDADT 切换信号,对系统的稳定性和镇定性进

行分析。 Hong 等[7]基于比较原理,利用离散的多余

正 Lyapunov 函数与 MDADT 切换信号,研究了具有

混合脉冲的离散时间和连续时间切换正时滞系统的

全局指数稳定性问题。 然而,上述结果只是规定了

驻留时间的下界,当系统的某个子系统运行时间过

大时,系统可能会不稳定,因此 Wang 等[8] 提出了前

向平均驻留时间切换信号,该切换信号给出了平均

驻留时间的上界,防止因驻留时间过大导致系统性

能变差。
在实际情况下,控制器的识别需要一定的时间,

这可能会导致控制器的切换时刻滞后于子系统的切



换时刻,相应的就会产生异步切换[9-11] 。 Liu 等[12]

讨论了一类离散脉冲切换正时滞系统在异步切换下

的有 限 时 间 控 制 问 题, 通 过 利 用 Lyapunov -
Krasovskii 泛函方法,设计了一类异步切换控制器,
结合 MDADT 方法,得到了闭环系统在异步切换下

是有限时间稳定的充分条件,并给出了期望控制器

增益 的 具 体 形 式。 Wang 等[13] 将 跃 迁 概 率 与

MDADT 相结合,称为基于跃迁概率的 MDADT 切换

方法,研究了离散时间切换正时滞系统的异步镇定

性问题。 然而,对于离散时间切换正时滞系统在前

向平均驻留时间切换信号下的异步镇定性尚未被涉

及,这也是本文的一个研究动机。
本文基于 FADT 切换信号,研究了一类离散时

间切换正时滞系统的指数稳定性和异步镇定性问

题,并给出了数值例子来验证所得结果的有效性。

1　 系统描述及预备知识

本节对一些符号进行说明,描述本文所研究的

系统以及预备知识。
符号: R 表示实数,Rn 表示 n 维实数向量的集

合,Rn×m 表示 n × m 维实数矩阵的集合。 N 和N + 分

别表示自然数和正整数的集合。 矩阵 A 的转置由

AT 表示。 向量 x ∈ Rn 的 1 - 范数由 ‖x‖ 表示,即

‖x‖ =∑
n

i = 1
| xi | ,其中 xi 表示向量 x的第 i个元素。

对于任意的向量 v ∈Rn,v ≻ 0(v ⪰ 0) 表示向量 v的
每一个元素都是正的(非负的),v ≺ 0(v ⪯ 0) 表示

向量 v的每一个元素都是负的(非正的)。 对于任意

的矩阵 A ∈Rn×m,A ≻ 0(A ⪰ 0) 表示矩阵 A的每一

个元素都是正的(非负的)。
考虑如下离散时间切换时滞系统:
x(k + 1) = Aσ(k)x(k) + Adσ(k)x(k - h) +
　 　 　 　 　 Bσ(k)u(k),
x(θ) = φ(θ),θ = - h,…,0,

ì

î

í

ï
ï

ïï

(1)

其中, x(k) ∈ Rn 是状态向量;u(k) ∈Rm 是控

制输入;h > 0 表示常时滞;σ(k):R → M = {1,2,
…,J},φ(θ) 是初始条件,是右连续分段常值函数

(称为切换信号);J 表示子系统的个数;k0 = 0 是初

始时刻,0 = k0 < k1 < k2 < … < km < … 表示 σ(k)
的切换时刻;Ap,Adp,Bp,p ∈ M 是具有适当维数的

实数矩阵。
在许多情况下,识别每个子系统需要一定的时

间,这会使控制器的切换信号滞后于实际的系统切

换,因此系统可能具有异步切换。

考虑如下异步切换状态反馈控制器:
     

u(k) = Kσ(k-Δm)x(k),∀k ∈ [km,km+1),m ∈ N (2)
　 　 其中, Δ0 = 0,0 < Δm < infm≥1(km+1 - km)(m ∈

N +) 表示切换延迟周期。 令 σ- (k) 表示系统控制器

的切换信号, 则 σ- (k0) = σ(k0),σ- (km + Δm) =
σ(km),m ∈ N + 。

设在切换时刻 km 第 p 个子系统被激活,在 km-1

时刻第 q 个子系统被激活,在异步切换状态反馈控

制器(式(2)) 下,闭环系统为:
x(k + 1) = A- px(k) + Adpx(k - h),
k ∈ [km + Δm,km+1)

x(k + 1) = A
-

pqx(k) + Adpx(k - h),
k ∈ [km,km + Δm)
x(θ) = φ(θ),θ = - h,…,0

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

(3)

其中, A
-

p = Ap + BpKp,A
-

pq = Ap + BpKq。

引理 1[14] 　 如果 ∀p,q ∈ M,A
-

p ⪰ 0,A
-

pq ⪰ 0,
Adp ⪰ 0,则系统(3) 是正的。

定义 1[8] 　 给定切换信号 σ(k),对于任意的

k ≥ k0,设 Nσ 表示在区间[k0,k) 内子系统被激活的

次数,如果存在常数 τ ′
a > 0,N1 ≥ 1 使得不等式成

立,则称 τ ′
a 为切换信号 σ(k) 的前向平均驻留时间

(FADT),N1 为前向抖振界。

Nσ ≥
k - k0

τ′
a

- N1
 (4)

　 　 定义 2[15] 　 给定两个常数 ξ > 0,0 < η < 1 以

及一个切换信号 σ(k),如果系统(3) 的解满足

‖x(k)‖ ≤ ξηk‖x(0)‖c,
 

∀k ≥ 0 (5)

则称系统(3)是指数稳定的,其中

‖x(0)‖c =sup -h≤θ≤0‖x(θ)‖。

2　 主要结果与数值例子

2. 1　 切换正时滞系统的稳定性

首先,基于 FADT 切换信号,讨论闭环系统(3)
的指数稳定性。

定理
 

1　 考虑闭环系统(3),令 A
-

p ⪰ 0,A
-

dp ⪰
0,给定常数 α > 1,β > 1,0 < γ < 1,L > 0,存在向

量 νp ≻ 0,υp ≻ 0,νpq ≻ 0,υpq ≻ 0,∀p,q ∈ M 有以

下不等式

ΑT
pνp - ανp + υp ≺ 0

  

(6)

ΑT
pqνpq - β -1νpq + υpq ≺ 0 (7)
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ΑT
dpνp - αhυp ≺ 0 (8)

AT
dpνpq - β -hυpq ≺ 0 (9)

　 　 成立,那么当 FADT 切换信号 τ ′
a 满足

α k(μ 1μ 2) Nσ(k,0) (αβ) -Nσ(k,0)Δ ≤ LγNσ (10)
闭环系统(3)是正的且是指数稳定的。 其中,Δ

表示控制器的切换滞后于子系统的最小时滞周期,
μ 0 =(αβ) 1-h,μ 1μ 2 > 1,满足

νp ⪯ μ1νpq,υp ⪯ μ0μ1υpq (11)
νpq ⪯ μ2νq,υpq ⪯ μ2υq (12)

　 　 证明 　 由引理 1 可知,闭环系统(3) 是正的。
下面证明闭环系统(3)是指数稳定的,考虑如下多

余正 Lyapunov-Krasovskii 泛函:

Vσ(k)(k) 􀰛

Vσ(k)(x(k),k) = xT(k)νσ(k) +

∑
k-1

s = k-h
α k-s-1xT( s)υσ(k)

k ∈ [km + Δm,km+1)

Vσ(k)(x(k),k) = xT(k)ν
σ(k)σ

-
(k)

+

∑
k-1

s = k-h
β s-k+1xT( s)υσ(k)σ-(k)

k ∈ [km,km + Δm)

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï

设在切换时刻, km 第 p个子系统被激活,在 km-1

时刻第 q 个子系统被激活,即 σ(km) = p,σ(km-1) =
q,则由式(6) 和(8) 可得,∀k,k + 1 ∈ [km + Δm,
km+1),有

　 Vp(k + 1) -αVp(k)= xT(k + 1)νp + ∑
k

s =k-h+1
αk-sxT(s)υp -

　 　 αxT(k)νp -∑
k-1

s =k-h
αk-sxT(s)υp = xT(k)(A

-
T
pνp -ανp +υp) +

　 　 xT(k - h)(AT
dpνp -αhυp) < 0,

因此,
Vp(k + 1) < αVp(k) (13)

　 　 由式(7) 和(9) 可知, ∀k,k + 1 ∈ [km,km +
Δm), 有

　 　 Vpq(k + 1) - β -1Vpq(k) = xT(k + 1)νpq +

　 　 　 ∑
k

s = k-h+1
β s-kxT( s)υpq - β -1xT(k)νpq -

 

　
 

　 　 ∑
k-1

s = k-h
β s-kxT( s)υpq = xT(k)(A

-
T
pqνpq - β -1νpq +

　 　 　 υpq + xT(k - h)(AT
dpνpq - β -hυpq) < 0

因此,
Vpq(k + 1) < β -1Vpq(k) (14)

　 　 由式(11)可知,
　 Vp(km + Δm) - μ1Vpq(km + Δ-

m) = xT(km + Δm)νp +

　 　 ∑
km+Δm-1

s = km+Δm-h
αkm+Δm-s-1xT(s)υp - μ1xT(km + Δm)νpq -

　 　 　 μ1 ∑
km+Δm-1

s =km+Δm-h
βs-km-Δm+1xT(s)υpq = xT(km + Δm)(νp -

　 　 　 μ 1νpq) + ∑
km+Δm-1

s = km+Δm-h
α km+Δm-s-1 × xT( s)[υp -

　 　 　 (αβ) s-km-Δm+1μ 1υpq] ≤ xT(km + Δm)(νp -

　 　 　 μ 1νpq) + ∑
km+Δm-1

s = km+Δm-h
α km+Δm-s-1 × xT( s)[υp -

　 　 　 (αβ) 1-hμ 1υpq] = xT(km + Δm)(νp - μ 1νpq) +

　 　 　 ∑
km+Δm-1

s = km+Δm-h
α km+Δm-s-1 × xT( s)(υp - μ 0μ 1υpq) ≤ 0

其中, μ 0 =(αβ) 1-h, 因此

Vp(km + Δm) ≤ μp1Vpq(km + Δ -
m) (15)

　 　 同理,由式(12)可知,
Vpq(km) ≤ μ2Vp(k

-
m) (16)

　 　 设 k ∈ [km,km+1) 且 k > km + Δm, 结合

式(13) -(16)以及 FADT 的定义,可得

　 Vσ(k)(k) ≤ α k-km-ΔmVσ(km)(km + Δm) ≤

　 　 　 μ 1α
k-km-ΔmVσ(km)σ-(km)(km + Δ -

m) ≤

　 　 　 μ 1α
k-km-Δmβ -ΔmVσ(km)σ-(km)(km) ≤

　 　 　 μ 1μ 2α
k-km-Δmβ -ΔmVσ(km-1)(k -

m) ≤ … ≤

　 　 　 α k(μ 1μ 2) Nσ(k,0) (αβ) -Nσ(k,0)ΔVσ(0)(0) ≤

　 　 　 LγNσVσ(0)(0) ≤ Lγ -N1γ
k

τ ′aVσ(0)(0) (17)
设 ε1 = min(p,r)∈M×Q{νpr},ε2 =

 

max(p,r)∈M×Q{νpr},
ε3 =

 

max(p,r)∈M×Q{υpr},
 

Q = {1,2,…,n},其中 νpr,υpr

分别表示 νp,υp 的第 r 个元素,则
　 　 　 　 　 　 Vσ(k)(k) ≥ ε 1‖x(k)‖ (18)
　 Vσ(0)(0) ≤ε2‖x(0)‖ + hε3sup-h≤θ≤-1‖x(θ)‖ ≤
　 　 　 　 　 (ε 2 + hε 3)sup -h≤θ≤0‖x(θ)‖ (19)

结合式(17) -(19)可得,

‖x(k)‖ ≤
ε 2 + hε 3

ε 1
Lγ -N1e

lnγ

τ ′a
k

sup -h≤θ≤0‖x(θ)‖

令 ξ =
ε2 + hε3

ε1
Lγ -N1,η = e

lnγ

τ′a
k

,可得‖x(k)‖≤

ξηk‖x(0)‖c。 因此,由定义 2 可知闭环系统(3)是正

的且是指数稳定的。
2. 2　 切换正时滞系统的镇定性

接下来,讨论离散时间切换时滞系统(1) 在异

步状态反馈控制器(2)下的镇定性问题,并给出控
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制器增益的具体形式。
定理

 

2　 考虑离散时间切换时滞系统(1),令
Adp ⪰ 0,给定常数 α > 1,β > 1,0 < γ < 1,L > 0,
若存在向量 νp ≻ 0,υp ≻ 0,νpq ≻ 0,υpq ≻ 0,∀p,

 

q ∈
M, 则使以下不等式:

ATνp + zp - ανp + υp ≺ 0 (20)
AT

pνpq + zq - β -1νpq + υpq ≺ 0 (21)
AT

dpνp - αhυp ≺ 0 (22)
AT

dpνpq - β -hυpq ≺ 0
 

(23)

v~ T
pBT

pvp(v
~ T
pBT

pvpAp + Bpv
~
pzT

p) ⪰ 0 (24)

v~ T
qBT

q vq(ν
~ T
qBT

q vqAp + Bp v
~
qzT

q ) ⪰ 0 (25)

成立。 其中,v~ p 是给定的向量, 满足 v~ T
pBT

p vp ≠ 0、

v~ T
qBT

pνpq ≤ v~ T
qBT

qνq, 则存在一类异步状态反馈控制

器

u(k) = Kpx(k) = 1
v~ T
pBT

p vp

v~ pzT
p x(k) (26)

使得闭环系统(3)在 FADT 切换信号式(10)下是正

的且是指数稳定的。
证明　
1)为证明系统(3) 的正性, 对式(24) 与(25)

两边分别除以( v~ T
pBT

pνp) 2, ( v~ T
qBT

qνq) 2,结合式(26)
可得

　 Ap + BpKp = Ap +
1

v~ T
pBT

pνp

Bpv
~
pzT

p ⪰ 0,Ap + BpKq =

Ap + 1
v~ T
qBT

qνq

Bp v
~
qzT

q ⪰ 0

又由于 Adp ⪰ 0,由引理 2 可知闭环系统(3) 是

正的。

2)证明系统是指数稳定的。 将 Kp = 1
v~ T
pBT

pνp

v~ pzT
p

代入式(6) 和(7),结合式(20) 和(21) 以及 v~ T
qBT

pνpq ≤

v~ T
qBT

qνq,可得

Α- T
pνp - ανp + υp = AT

pνp + zp - ανp + υp ≺ 0,
  

A- T
pqνpq - β -1νpq + υpq ⪯ AT

pνpq + zq - β -1νpq + υpq ≺ 0
3)

 

类似于定理 1 的证明,可得闭环系统(3)是

指数稳定的。
2. 3　 数值例子

例 1　 考虑离散时间切换时滞系统(1),其中,

A1 =
0. 15 0. 13
0. 16 0. 15

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ,

 

Ad1 =
0. 03 0. 02
0. 02 0. 03

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ,

B1 =
0. 21 0. 19
0. 16 0. 22

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ,

 

A2 =
0. 14 0. 12
0. 14 0. 15

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ,

Ad2 =
0. 03 0. 02
0. 01 0. 02

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ,

 

B2 =
0. 21 0. 22
0. 19 0. 22

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ,

设 α = 1. 02,β = 1. 04,h = 2,v~ 1 = v
~

2 =
[1　 1. 1] T, 利用 Matlab 中的 LP 工具箱求解式

(11)、(12)、(20) ~ (25),可得

ν1 =
6. 251

 

4
6. 851

 

5
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ,υ1 =

0. 300
 

1
0. 305

 

6
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ,

 

z1 =
-1. 923

 

7
-1. 667

 

2
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ,

ν2 =
6. 164

 

8
6. 594

 

2
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ,

 

υ2 =
0. 241

 

1
0. 245

 

3
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ,

 

z2 =
-1. 745

 

4
-1. 496

 

1
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ,

ν12 =
1. 125

 

6
1. 654

 

2
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ,υ12 =

1. 531
 

4
1. 317

 

8
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ,

ν21 =
1. 532

 

5
1. 184

 

3
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ,υ21 =

1. 143
 

5
1. 256

 

7
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ,

μ 1 = 5. 568
 

0,
 

μ 2 = 5. 785
 

3,
令: Δ = 1,

 

L = 10,
 

γ = 0. 97, 则

K1 =
-0. 358

 

0 -0. 310
 

3
-0. 393

 

8 -0. 341
 

3
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ,

K2 =
-0. 309

 

7 -0. 265
 

5
-0. 340

 

7 -0. 292
 

0
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú 。

　 　 取 N1 = 1,τ ′
a = 2, 切换信号由图 1 给出。 设初

始条件为 x(0) =[15　 10] T,
 

x(θ) = 0,
 

θ ∈ [ - 2,
0), 闭环系统(3)的状态响应曲线如图 2 所示。
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2.5

2.0

1.5

1.0

0.5

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
时间(k)

σ(
k)

系统状态
控制器状态

图 1　 切换信号 σ(k)
Fig.

 

1　 Switching
 

signal
 

σ(k)

16
14
12
10
8
6
4
2
0

-2
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

时间(k)

系
统

状
态

x1
x2

图 2　 闭环系统(3)的状态响应

Fig.
 

2　 State
 

response
 

of
 

closed
 

loop
 

system
 

(3)
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3　 结束语

本文研究了离散时间切换正时滞系统异步镇定

性问题,设计了一类异步状态反馈控制器,基于

FADT 切换信号,得到了闭环系统是正的且是指数

稳定的一个充分条件,并给出了控制器增益的具体

形式,所给条件可以通过 Matlab 的 LP 工具箱来求

解。 通过数值例子,验证了所得结果的可行性和有

效性。
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